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В сучасних прикладних i теоретичних дослiдженнях дуже часто зустрiча-
ються задачi, пов’язанi з вiдшуканням оптимальних значень певних величин.
Зокрема, задачам мiнiмiзацiї функцiоналiв на траєкторiях систем рiвнянь з
частинними похiдними присвячено працi [1, 2, 5 – 9].
Необхiднiсть оптимального керування процесами, що описуються рiвнян-
нями параболiчного типу, виникає при розв’язаннi багатьох задач. Зокрема,
при дослiдженнi процесiв нагрiвання i охолодження масивних елементiв кон-
струкцiй, поширення полiв температури або концентрацiї. Вивчення таких за-
дач проводилося в [3, 4, 11].
У цiй статтi розглядається задача вибору оптимального керування систе-
мами, що описуються параболiчною крайовою задачею з нелокальною умовою
за часовою змiнною i обмеженими внутрiшнiм i фiнальним керуваннями. Функ-
цiонал якостi визначається сумою об’ємного i поверхневого iнтегралiв.
1. Постановка задачi та основнi обмеження.
Нехай T , T1 – заданi додатнi числа, 0 < T ≤ T1, D – обмежена область
в Rn з межею ∂D. В областi Q = (0, T1) ×D розглянемо задачу знаходження
функцiй (u, u2b, ω2b), на яких функцiонал
I(u2b, ω2b) =
T∫
0
dt
∫
D
F1(t, x;
−→u )dx+
∫
D
F2(x;
−→ω )dx (1)
досягає мiнiмуму в класi функцiй V = {u2b(t, x) ∈ C
α(Q), p1(t, x) ≤ u2b ≤
p2(t, x);ω2b(x) ∈ C(D), q1(x) ≤ ω2b(x) ≤ q2(x)}, iз яких u(t, x;u2b, ω2b) є розв’яз-
ком нелокальної параболiчної крайової задачi
(Lu)(t, x) ≡

∂t − ∑
|k|≤2b
Ak(t, x)∂
k
x

u = f(t, x, u2b), (2)
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u(0, x;u2b(0, x), ω2b(0, x)) +Ru(T, x;u2b(T, x), ω2b(x)) = ϕ(x, ω2b), (3)
(Biu)(t, x)|Γ ≡
∑
|k|≤ri
b
(i)
k (t, x)∂
k
xu
∣∣∣∣∣
Γ
= gi(t, x), (4)
де
0 ≤ ri ≤ 2b− 1, i ∈ {1, . . . , b},
−→u = (u, ∂xu, . . . , ∂
2b−1
x u, u2b) ≡ (u0, u1, . . . , u2b−1, u2b),
−→ω = (u0|t=T , . . . , u2b−1|t=T , ω2b) ≡ (ω0, . . . , ω2b),
Ru ≡
∑
|k|≤2b−1
dk(T, x)∂
k
xu(T, x;u2b(T, x), ω2b(x)), Γ = [0, T ) × ∂D.
Нехай для задачi (1) – (4) виконуються умови:
1) крайова задача
(Lv)(t, x) = f0(t, x), v(0, x) = 0, (Biv)(t, x)|Γ = gi(t, x) (5)
є параболiчною [10] i Ak(t, x) ∈ C
α(Q), b
(i)
k ∈ C
2b−ri+α(Γ), ∂D ∈ C2b+α, p1 ∈
Cα(Q), p2 ∈ C
α(Q), f(t, x, u2b(t, x)) як функцiя (t, x) належить простору C
α(Q)
i має гельдерову похiдну другого порядку за u2b, неперервну як функцiю (t, x);
2) функцiя ϕ(x, ω2b) як функцiя x належить простору C(D) i має гель-
дерову похiдну другого порядку за ω2b, неперервну як функцiю змiнної x,
q1(x) ∈ C(D), q2(x) ∈ C(D), gi(t, x) ∈ C
2b−ri+α(Γ), gi(0, x) = 0, dk(T, x) ∈ C(D);
3) функцiї F1(t, x;
−→u ) та F2(x,
−→ω ) визначенi вiдповiдно в областях M1 =
Q × R2b × [p1, p2], M2 = D × R
2b × [q1, q2] мають гельдеровi похiднi другого
порядку за uj , ωj , j = {0, 1, . . . , 2b}, як функцiї змiнних (t, x) i x належать
вiдповiдно до просторiв C(Q), C(D).
2. Коректна розв’язнiсть нелокальної параболiчної крайової за-
дачi..
Для встановлення розв’язностi задачi (1) – (4) потрiбно встановити корект-
ну розв’язнiсть параболiчної крайової задачi з нелокальною диференцiальною
умовою за часовою змiнною.
Розглянемо в областi Q задачу знаходження розв’язку рiвняння
(Lv)(t, x) = f0(t, x), (6)
який задовольняє нелокальну умову
v(0, x) +Rv(T, x) = ϕ0(x), (7)
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а на бiчнiй поверхнi крайову умову
(Biv)(t, x)|Γ = gi(t, x), (8)
Нехай G(t, x, τ, ξ) – функцiї Грiна однорiдної крайової задачi
(Lu)(t, x) = f0(t, x), u(0, x) = ϕ(x), (Biu)(t, x)|Γ = 0 (9)
побудованої в [11]. Позначимо
r(x) =
∫
D
|RG(T, x, 0, ξ)|dξ.
Правильна така теорема.
Теорема 1. Нехай для коефiцiєнтiв операторiв L, Bi, функцiй gi(t, x) i
поверхнi ∂D виконанi умови 1), 2). Функцiї f0(t, x) ∈ C
α(Q), ϕ0(x) ∈ C(D),
r(x) ≤ K < 1. Тодi iснує розв’язок задачi (6) – (8) i для нього правильна оцiнка∣∣∣∣∣tj+ |k|2b ∂jt ∂kxu
∣∣∣∣∣ ≤ c(‖f0‖Cα(Q) + ‖ϕ0‖C(D) +
b∑
i=1
‖gi‖C2b−ri+α(Γ)), (10)
(|k|+ 2bj ≤ 2b).
Доведення. Розв’язок задачi (6) – (8) шукаємо у виглядi
v(t, x) =
∫
D
G(t, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ + ω(t, x), (11)
де ω(t, x) – розв’язок задачi (5). За теоремою 2.3 [11, стор. 61] для ω(t, x) вико-
нується оцiнка
‖ω‖C2b+α(Q) ≤ c(‖f0‖Cα(Q) +
b∑
i=1
‖gi‖C2b−ri+α(Γ)) ≡ cB(f0,
−→g ). (12)
Задовольнивши нелокальну умову (7), маємо
v(0, x) +
∫
D
RG(T, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ = ϕ0(x)−Rω(T, x) ≡ F (x). (13)
Розв’язок iнтегрального рiвняння (13) шукаємо методом послiдовних наб-
лижень. Враховуючи обмеження на функцiю r(x), зазначенi у теоремi 1, визна-
чаємо розв’язок рiвняння (13) у виглядi
v(0, x) = F (x) +
∫
D
Φ(x, y)F (y)dy, (14)
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де Φ(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвняння
Φ(x, y) = RG(T, x, 0, ξ) +
∫
D
RG(T, x, 0, ξ)Φ(ξ, y)dξ,
з якого отримуємо оцiнки∣∣∣∣∣
∫
D
Φ(x, y)dy
∣∣∣∣∣ ≤ K1−K , |Φ(x, y)| ≤ C(T ) exp
{
− c
n∑
i=1
(xi − yi
T 1/2b
) 2b
2b−1
}
. (15)
Отже, з урахуванням (15), для розв’язку iнтегрального рiвняння (13) одер-
жуємо оцiнку
|v(0, x)| ≤ c|F |C(Q). (16)
Пiдставляючи (14) у (11) i враховуючи нерiвнiсть (16) i оцiнки функцiї
Грiна G(t, x, τ, ξ)
|∂kxG(t, x, τ, ξ)| ≤ c(t− τ)
−n+|k|
2b exp
{
− c
n∑
i=1
( xi − ξi
(t− τ)1/(2b)
) 2b
2b−1
}
, (17)
будемо мати v(T, x) ∈ C2b+α(Q ∩ (t = T )) i
|∂kxv(T, x)| ≤ c(T )(‖ϕ0‖C(D) +B(f0,
−→g )), |k| ≤ 2b. (18)
Для доведення нерiвностей (10) задачу (6) – (8) запишемо у вигляi
(Lv)(t, x) = f0(t, x), (Biv)(t, x)|Γ = gi(t, x),
v(0, x) = ϕ0(x)−Rv(T, x).
Використовуючи оцiнки функцiї Грiна (17) i зображення
v(t, x) =
∫
D
G(t, x, 0, ξ)[ϕ0(ξ)−Rv(T, ξ)]dξ + ω(t, x),
отримаємо оцiнки (10).
Встановимо зображення розв’язку однорiдної нелокальної крайової задачi
(6) – (8) при gi(t, x) ≡ 0. Правильна така теорема.
Теорема 2. Якщо виконанi умови теореми 1, gi(t, x) = 0, i ∈ {1, 2, . . . , b},
то iснує функцiя Грiна (G,E,E1) однорiдної задачi (6) – (8) i розв’язок цiєї
задачi визначається формулою
v(t, x) =
t∫
0
dτ
∫
D
G(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ)dξ +
∫
D
E(t, x, 0, ξ)ϕ0(ξ)dξ−
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−
T∫
0
dτ
∫
D
E1(T, t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ)dξ. (19)
Доведення. Пiдставляючи у формулу (13) замiсть F (x) значення
F (x) = ϕ0(x)−
T∫
0
dτ
∫
D
RG(T, x, τ, ξ)f0(τ, ξ)dξ
i змiнюючи порядок iнтегрування, отримуємо
v(0, x) = ϕ0(x) +
∫
D
Φ(x, y)ϕ0(y)dy −
T∫
0
dτ
∫
D
[
RG(T, x, τ, ξ)+
+
∫
D
Φ(ξ, y)RG(T, y, τ, ξ)dy
]
f0(τ, ξ)dξ.
Пiдставляючи значення v(0, x) у поверхневий iнтеграл рiвностi (11) i змi-
нивши порядок iнтегрування, одержимо зображення (19), де
E(t, x, 0, ξ) = G(t, x, 0, ξ) +
∫
D
G(t, x, 0, y)Φ(y, ξ)dy, (20)
E1(T, t, x, τ, ξ) =
∫
D
G(t, x, 0, y)
[
RG(T, y, τ, ξ) +
∫
D
Φ(y, z)RG(T, z, τ, ξ)dz
]
dy.
3. Задача оптимального керування.
Позначимо через
λ(τ, ξ) =
2b−1∑
|k|=0
{ T∫
τ
dt
∫
D
∂ukF1(t, x;
−→u )∂kxG(t, x, τ, ξ)dx−
−
T∫
0
dt
∫
D
∂ukF1(t, x;
−→u )∂kxE1(T, t, x, τ, ξ)dx+
+
∫
D
∂ωkF2(x;
−→ω )(∂kxG(T, x, τ, ξ) − ∂
k
xE1(T, T, x, τ, ξ))dx
}
,
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µ(ξ) =
2b−1∑
|k|=0
{ T∫
0
dt
∫
D
∂ukF1(t, x;
−→u )∂kxE(T, x, 0, ξ)dx+
+
∫
D
∂ωkF2(x;
−→ω )∂kxE(T, x, 0, ξ)dx
}
,
H1(
−→u , λ) = F1(t, x;
−→u ) + λ(t, x)f(t, x, u2b),
H2(
−→ω , µ) = F2(x;
−→ω ) + µ(x)ϕ(x, ω2b).
Сформулюємо умови оптимальностi (u2b, ω2b).
Теорема 3. Якщо функцiї H1(
−→u , λ), H2(
−→ω , µ) вiдповiдно за аргументами
u2b i ω2b є монотонно зростаючими, то оптимальне керування u
(0)
2b = p1(t, x),
ω
(0)
2b = q1(x), а оптимальним розв’язком задачi (2) – (4) є u(t, x; p1, q1).
Якщо функцiї H1(
−→u , λ), H2(
−→ω , µ) вiдповiдно за аргументами u2b i ω2b є
монотонно спадними, то оптимальне керування u
(0)
2b = p2(t, x), ω
(0)
2b = q2(x),
а оптимальним розв’язком задачi (2) – (4) є u(t, x; p2, q2).
Якщо функцiя H1(
−→u , λ) за аргументом u2b є монотонно спадною, аH2(
−→ω , µ)
за аргументом ω2b є монотонно зростаючою, то оптимальним є керування
(p2, q1), а оптимальним розв’язком задачi (2) – (4) є u(t, x; p2, q1).
Якщо функцiя H2(
−→ω , µ) за аргументом ω2b є монотонно спадною, а H1(
−→u , λ)
за аргументом u2b є монотонно зростаючою, то оптимальним є керування
(p1, q2), а оптимальним розв’язком задачi (2) – (4) є u(t, x; p1, q2).
Доведення. Нехай ∆u2b – деякий допустимий прирiст керування u2b(t, x),
в ∆ω2b – деякий допустимий прирiст керування ω2b(x). Позначимо через ∆uu0
вiдповiдний прирiст розв’язку u0(t, x;u2b, ω2b) за керуванням u2b(t, x), а ∆ωu0
– вiдповiдний прирiст розв’язку u0(t, x;u2b, ω2b) за керуванням ω2b(x).
Прирiст ∆uu0 є розв’язком крайової задачi
(L∆uu)(t, x) = f(t, x, u2b +∆u2b)− f(t, x, u2b) ≡ ∆f(t, x),
∆uu(0, x;u2b(0, x), ω2b(x)) +R∆uu(T, x;u2b(T, x), ω2b(x)) = 0, (21)
(Bi∆uu)(t, x)|Γ = 0.
Використовуючи формулу (19) маємо зображення розв’язку задачi (21):
∆uu0 =
t∫
0
dτ
∫
D
G(t, x, τ, ξ)∆f(τ, ξ)dξ−
−
T∫
0
dτ
∫
D
E1(T, t, x, τ, ξ)∆f(τ, ξ)dξ. (22)
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Враховуючи оцiнки (15), (17) i формули (20), продиференцiюємо рiвнiсть
(22) за змiнною x до порядку 2b− 1. Маємо
∆uuk =
t∫
0
dτ
∫
D
∂kxG(t, x, τ, ξ)∆f(τ, ξ)dξ−
−
T∫
0
dτ
∫
D
∂kxE1(T, t, x, τ, ξ)∆f(τ, ξ)dξ (23)
(|k| ≤ 2b− 1).
Прирiст ∆ωu0 є розв’язком крайової задачi
(L∆ωu)(t, x) = 0, (Bi∆ωu)(t, x)|Γ = 0,
∆ωu(0, x;u2b(0, x), ω2b(x)) +R∆ωu(T, x;u2b(T, x), ω2b(x)) =
= ϕ(x, ω2b +∆ω2b)− ϕ(x, ω2b) ≡ ∆ϕ(x). (24)
Використовуючи формулу (19) маємо зображення розв’язку задачi (24):
∆ωu0 =
∫
D
E(t, x, 0, ξ)∆ϕ(ξ)dξ. (25)
Враховуючи оцiнки (15), (17) i формули (20), продиференцiюємо рiвнiсть
(25) за змiнною x до порядку 2b− 1. Маємо
∆ωuk =
∫
D
∂kxE(t, x, 0, ξ)∆ϕ(ξ)dξ (26)
(|k| ≤ 2b− 1).
Для знаходження приросту ∆I(u2b, ω2b) скористаємося формулою Тейлора
для функцiй F1(t, x;
−→u ), F2(x;
−→ω ) за аргументами uj , ωj. Враховуючи, що
∆ωuk|t=T = ∆ωωk (|k| ≤ 2b− 1),
маємо
∆I(u2b, ω2b) =
2b−1∑
|k|=0
{ T∫
0
dt
∫
D
∂ukF1(t, x;
−→u )(∆uuk +∆ωuk)
}
dx+
+
T∫
0
dt
∫
D
{∂u2bF1(t, x;
−→u )∆u2b +O(|∆
−→u |2)}dx+
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+
2b−1∑
|k|=0
{∫
D
∂ωkF2(x;
−→ω )(∆uωk +∆ωωk)
}
dx+
+
∫
D
{∂ω2bF2(x;
−→ω )∆ω2b +O(|∆
−→ω |2)}dx,
де |∆−→u |2 =
2b∑
|k|=0
(∆uuk)
2, |∆−→ω |2 =
2b∑
|k|=0
(∆ωωk)
2.
Пiдставимо ∆uuk, ∆ωuk, ∆uωk, ∆ωωk iз формул (22), (23), (25), (26) у
лiнiйну частину приросту функцiоналу (27) i помiняємо порядок iнтегрування.
Отримаємо зображення ∆I(u2b, ω2b) за допомогою функцiйH1(
−→u , λ),H2(
−→ω , µ):
∆I(u2b, ω2b) =
T∫
0
dt
∫
D
{∂u2bH1(
−→u , λ)∆u2b +O(|∆
−→u |2)}dx+
+
∫
D
{∂ω2bH2(
−→ω , µ)∆ω2b +O(|∆
−→ω |2)}dx. (28)
Якщо функцiї H1(
−→u , λ), H2(
−→ω , µ) задовольняють умови теореми 3 i опти-
мальним керуванням є (u
(0)
2b , ω
0(
2b), то пiдставивши у формулу (28) u2b = u
(0)
2b ,
ω2b = ω
(0)
2b при досить малих ∆u2b i ∆ω2b дiстанемо ∆I > 0.
Нехай (u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) – оптимальне керування, тобто ∆I > 0. Перевiримо ви-
конання умов теореми 3. Якщо H1(
−→u , λ) i H2(
−→ω , µ) не є монотонними за аргу-
ментами u2b, ω2b вiдповiдно, то ∂u2bH1(
−→u , λ) i ∂ω2bH2(
−→ω , µ) – знакозмiннi вели-
чини. Нехай ∂u2bH1(
−→u , λ) > 0 в Q+ ⊂ Q i ∂u2bH1(
−→u , λ) < 0 в Q− = Q \ Q+, а
∂ω2bH2(
−→ω , µ) > 0 в D+ ⊂ D i ∂ω2bH2(
−→ω , µ) < 0 в D− = D\D+. Використовуючи
теорему про середнє значення, маємо
∆I = ∂u2bH
+
1 (
−→u , λ)
∫∫
Q+
∆u2bdxdt − |∂u2bH
−
1 (
−→u , λ)|
∫ ∫
Q\Q+
∆u2bdxdt+
+∂ω2bH
+
2 (
−→ω , µ)
∫
D+
∆ω2bdx− |∂ω2bH
−
2 (
−→ω , µ)|
∫
D\D+
∆ω2bdx+
+
∫∫
Q
O(|∆−→u |2)dxdt +
∫
D
O(|∆−→ω |2)dx.
При досить малих ∆u2b, ∆ω2b знак ∆I визначається першими двома пара-
ми доданкiв. Рiзниця перших двох доданкiв змiнює знак ∆I в залежностi вiд
124 I. Д. Пукальський
величини значень mesQ+, mesQ−, ∆u2b. Рiзниця наступних двох доданкiв змi-
нює знак ∆I в залежностi вiд величини значень mesD+, mesD−, ∆ω2b. Отже,
функцiонал не досягає мiнiмуму.
Теорема 4. Нехай функцiї H1(
−→u , λ), H2(
−→ω , µ) немонотоннi за аргумен-
тами u2b i ω2b вiдповiдно. Для того, щоб керування (u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) i вiдповiдний
розв’язок крайової задачi (2) – (4) u(t, x;u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) були оптимальними, необ-
хiдно та достатньо, щоб виконувалися умови:
а) функцiя H1(
−→u , λ) за аргументом u2b має в точцi u
(0)
2b мiнiмальне зна-
чення;
б) функцiя H2(
−→ω , µ) за аргументом ω2b має в точцi ω
(0)
2b мiнiмальне зна-
чення;
в) для довiльного вектора e = (e0, . . . , e2b) 6= 0 i (t, x) ∈ Q виконується
нерiвнiсть
K1(t, x; e) =
2b−1∑
i=0
2b∑
j=0
∂2uiujF1(t, x,
−→u (0))eiej − λ(t, x)∂
2
u2b
f(t, x, u
(0)
2b )e
2
2b ≥ 0;
г) для довiльного вектора ν = (ν0, . . . , ν2b) 6= 0 i x ∈ D виконується нерiв-
нiсть
K2(x; ν) =
2b−1∑
i=0
2b∑
j=0
∂2uiujF2(x;
−→ω (0))νiνj − µ(x)∂
2
ω2b
ϕ(x, ω
(0)
2b )ν
2
2b ≥ 0.
Доведення. Достатнiсть. Нехай керування (u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) задовольняє умови
а) – г). Покажемо його оптимальнiсть. Використовуючи формули (27), (28) i
умову гельдеровостi других похiдних функцiй F1, F2, f , ϕ за змiнними ui, ωi,
знаходимо прирiст функцiоналу I(u2b, ω2b):
∆I =
T∫
0
dt
∫
D
{
∂u2bH1(
−→u (0), λ)∆u2b +
1
2
∂2u2bH1(
−→u (0), λ)(∆u2b)
2 +
1
2
K1(t, x;∆u)+
+O(|∆−→u |2+α)}dx+
∫
D
{
∂ω2bH2(
−→ω (0), µ)∆ω2b +
1
2
∂2ω2bH2(
−→ω (0), µ)(∆ω2b)
2+
+
1
2
K2(x;∆ω) +O(|∆
−→ω |2+α)}dx. (29)
Оцiнимо прирiст ∆I(u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) знизу. За умовами а), б) теореми 4
∂u2bH1(
−→u , λ) = 0, ∂ω2bH2(
−→ω , µ) = 0 i ∂2u2bH1(
−→u , λ) > 0, ∂2ω2bH2(
−→ω , µ) > 0.
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Тому, враховуючи умови в), г), правильнi нерiвностi
N1(t, x; e) ≡ ∂
2
u2b
H1(
−→u (0), λ)e22b +K1(t, x; e) =
2b∑
i,j=0
∂2uiujF1(t, x;
−→u (0))eiej > 0,
N2(x; ν) ≡ ∂
2
ω2b
H2(
−→ω (0), µ)ν22b +K2(x; ν) =
2b∑
i,j=0
∂2ωiωjF2(x;
−→ω (0))νiνj > 0. (30)
Отже, для квадратичних форм N1(t, x; e) i N2(x; ν) iснують додатнi функ-
цiї δ1(t, x) = inf
|z|=1
N1(t, x; z) > 0 i δ2(x) = inf
|z|=1
N2(x; z) > 0, внаслiдок чого
∆I(u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) ≥
1
2
T∫
0
dt
∫
D
[δ1(t, x)−O(|∆
−→u |α)]|∆−→u |2dx+
+
1
2
∫
D
[δ2(x)−O(|∆
−→ω |α)]|∆−→ω |2dx > 0
при досить малих ∆u2b i ∆ω2b.
Необхiднiсть.Нехай (u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) – оптимальне керування, тобто∆I > 0. Пе-
ревiримо виконання умов а) – г) теореми 4. Якщо ∂u2bH1(
−→u , λ) 6= 0, ∂ω2bH2(
−→ω , µ) 6=
0, то вибираючи досить малi рiзнi за знаком в областi Q прирости ∆u2b i рiзнi
за знаком в областi D прирости ∆ω2b, iз формули
∆I(u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) =
T∫
0
dt
∫
D
[∂u2bH1(
−→u (0), λ)∆u2b +O(|∆
−→u |2)]dx+
+
∫
D
[∂ω2bH2(
−→ω (0), µ)∆ω2b +O(|∆
−→ω |2)]dx
одержимо, що ∆I змiнює знак в залежностi вiд знакiв величин ∆u2b, ∆ω2b. Це
суперечить умовi ∆I > 0. Визначимо знак функцiй ∂u2bH1(
−→u , λ) i ∂ω2bH2(
−→ω , µ)
в околi значень u
(0)
2b i ω
(0)
2b вiдповiдно. Запишемо прирiст ∆I у виглядi
∆I(u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) =
T∫
0
dt
∫
D
∂u2bH1(u0, . . . , u2b−1, u2b + ε1∆u2b, λ)∆u2bdx+
+
∫
D
∂ω2bH2(ω0, . . . , ω2b−1, ω2b + ε2∆ω2b, µ)∆ω2bdx,
де ε1 ∈ (0, 1), ε2 ∈ (0, 1).
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При досить малих ∆u2b i ∆ω2b iз умови ∆I > 0 випливає, що
∂u2bH1(u0, . . . , u2b−1, u2b + ε1∆u2b, λ)∆u2b > 0
i
∂ω2bH2(ω0, . . . , ω2b−1, ω2b + ε2∆ω2b, µ)∆ω2b > 0.
Тобто ∂u2bH1 < 0 при u2b < u
(0)
2b i ∂u2bH1 > 0 при u2b > u
(0)
2b , а також ∂ω2bH2 < 0
при ω2b < ω
(0)
2b i ∂ω2bH2 > 0 при ω2b > ω
(0)
2b . Тому при значеннi u2b = u
(0)
2b функцiя
H1(
−→u , λ) досягає мiнiмуму i функцiя H2(
−→ω , µ) досягає мiнiмуму при значеннi
ω2b = ω
(0)
2b .
Якщо N1(t, x;∆u) < 0 i N2(x;∆ω) < 0, то з формули (29) одержуємо
∆I ≤ 0, що неможливо.
Нехай N1(t, x;∆u) > 0 в областi Q1 ⊂ Q i N1(t, x;∆u) < 0 в Q2 = Q \Q1, а
N2(x;∆ω) > 0 в областi D1 ⊂ D iN2(x;∆ω) < 0 вD2 = D\D1. Використовуючи
теорему про середнє для приросту ∆I маємо
∆I =
1
2
N+1 (t, x;∆u)mesQ1 −
1
2
|N−1 (t, x;∆u)|mesQ2 +
1
2
N+2 (x;∆ω)mesD1−
−
1
2
|N−2 (x;∆ω)|mesD2 +
T∫
0
dt
∫
D
O(|∆−→u |2+α)dx+
∫
D
O(|∆−→ω |2+α)dx.
При досить малих ∆u2b i ∆ω2b знак ∆I(u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) визначається перши-
ми двома парами доданкiв. Рiзниця цих пар змiнює знак залежно вiд величи-
ни значень mesQ1, mesQ2, mesD1, mesD2. Отже, при знакозмiнних величинах
K1(t, x;∆u), K2(x;∆ω) функцiонал I(u2b, ω2b) не досягає мiнiмуму.
Iснування (u
(0)
0 , u
(0)
2b , ω
(0)
2b ) встановлюється наступним чином. Нехай (u
(0)
2b , ω
(0)
2b )
– оптимальнi, тобто ∂u2bH1(
−→u (0), λ) = 0, ∂ω2bH2(
−→ω (0), µ) = 0 i ∂2u2bH1(
−→u (0), λ) >
0, ∂2ω2bH2(
−→ω (0), µ) > 0. Застосовуючи теореми про неявну функцiю до рiвнянь
∂u2bH1(
−→u (0), λ) = 0, ∂ω2bH2(
−→ω (0), µ) = 0, одержуємо
u
(0)
2b = Φ1(u
(0)
0 , . . . , u
(0)
2b−1, λ).
ω
(0)
2b = Φ2(ω
(0)
0 , . . . , ω
(0)
2b−1, µ). (31)
Використовуючи функцiю Грiна (G,E,E1), формули (19), (23), (31), поста-
вимо у вiдповiднiсть задачi (1) – (4) систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь
u
(0)
k =
T∫
0
dt
∫
D
∂kxG(t, x, τ, ξ)[f(τ, ξ,Φ1(u
(0)
0 , . . . , u
(0)
2b−1, λ))− f(τ, ξ, 0)]dξ+
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+
∫
D
∂kxE(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ,Φ2(ω
(0)
1 , . . . , ω
(0)
2b−1, µ))dξ + ∂
k
xW (t, x)−
∫
D
∂kxE(t, x, 0, ξ)×
×RW (T, ξ)dξ +
T∫
0
dτ
∫
D
∂kxE1(T, t, x, τ, ξ)[f(τ, ξ,Φ1(u
(0)
0 , . . . , u
(0)
2b−1, λ))−
−f(τ, ξ, 0)]dξ, ω
(0)
k = u
(0)
k |t=T , (|k| ≤ 2b− 1),
λ(τ, ξ) =
2b−1∑
|k|=0
{ T∫
τ
dt
∫
D
∂ukF1(t, x;
−→u (0))∂kxG(t, x, τ, ξ)dx−
−
T∫
0
dt
∫
D
∂ukF1(t, x
−→u (0))∂kxE1(T, t, x, τ, ξ)dx −
∫
D
∂ωkF2(x;
−→ω (0))×
×[∂kxG(T, x, τ, ξ)dx − ∂
k
xE1(T, t, x, τ, ξ)]dx
}
, (32)
µ(ξ) =
2b−1∑
|k|=0
{ T∫
0
dt
∫
D
∂ukF1(t, x;
−→u (0))∂kxE(t, x, 0, ξ)dx+
+
∫
D
∂ωkF2(x;
−→ω (0))∂kxE(T, x, 0, ξ)dx
}
,
де W (t, x) – розв’язок крайової задачi
(LW )(t, x) = f(t, x, 0), W (0, x) = 0, (BiW )(t, x)|Γ = gi(t, x).
Розв’язок системи (32) знаходимо методом послiдовних наближень.
Зауваження. Використовуючи методику доведення теорем 3, 4 можна
встановити умови iснування розв’язку задачi (1) – (4) у випадку монотонностi
однiєї iз функцiй H1, H2 за аргументом u2b i ω2b вiдповiдно i немонотонностi
iншої.
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